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ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

(ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) 

2020 
 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο x0, να αποδείξετε ότι η 

συνάρτηση  f + g  είναι παραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει 

( ) 0 0 0
( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = +  

Μονάδες 7 

 

A2. Έστω  f  µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α και Α1 το σύνολο των σηµείων του 

Α στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιµη. Πώς ορίζεται η πρώτη παράγωγος της f; 

Μονάδες 4 

 

A3. Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Bolzano. 

Μονάδες 4 

 

A4. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό: 

«Για κάθε συνάρτηση f µε 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= , ισχύει ότι 
0

1
lim

( )x x f x→

= +∞  ή 

0

1
lim

( )x x f x→

= −∞ ». 

α) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας 

το γράµµα Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής. 

(µονάδα 1) 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α). 

(µονάδες 3) 

Μονάδες 4 
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A5. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή ΛΑΘΟΣ αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε  f (x) > 0  για κάθε x κοντά στο x0. 

β) Αν µία συνάρτηση  f είναι συνεχής στο [α, β ], παραγωγίσιµη στο (α, β ) και 

f ΄(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ (α, β ), τότε f (α) ≠ f (β). 

γ) Για κάθε συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιµη και γνησίως αύξουσα στο 

R , ισχύει f ΄(x) > 0 για κάθε x∈R . 

Μονάδες 6 

 

 

ΘΕΜΑ B 

∆ίνεται η συνάρτηση 
3 1

( )
3

x
f x

x

+
=

−

, {3}x∈ −R . 

Β1. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται στο {3}−R . 

Μονάδες 5 

B2. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις  f  και  f 
–1

 είναι ίσες. 

Μονάδες 8 

B3. Να αποδείξετε ότι ( ) ( )f f x x=o  για κάθε {3}x∈ −R . 

Μονάδες 6 

B4. Να υπολογίσετε το όριο 
1

3

1
lim ( ) ηµ

3 1x

f x
x→−

 
⋅ 

+ 
. 

Μονάδες 6 

 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 
Ê
Å
Í
Ô
Ñ
Ï
N

Ë
Á
Ñ
ÉÓ
Á

Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 

 

3

 

ΘΕΜΑ Γ 

Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο µε κέντρο Ο και 

ακτίνα 1, όπως φαίνεται στο σχήµα. 

 
 

Αν θ είναι η γωνία µεταξύ των ίσων πλευρών του τριγώνου και BOM θ=
)

, τότε: 

 

Γ1. Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ως συνάρτηση της γωνίας θ 

είναι:   E(θ) = (1 + συνθ ) ηµθ, θ ∈ (0, π). 

Μονάδες 5 

 

Γ2. Να βρείτε την τιµή της γωνίας θ ∈ (0, π), για την οποία το εµβαδόν του 

τριγώνου µεγιστοποιείται. 

Μονάδες 8 

 

Γ3. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δυο γωνίες θ1, θ2, µε θ1 < θ2, για τις 

οποίες το εµβαδόν του τριγώνου ισούται µε 
3

4
. 

Μονάδες 6 

 

Γ4. Για τις γωνίες θ1, θ2, του ερωτήµατος Γ3, να αποδείξετε ότι υπάρχουν 

ξ1, ξ2 ∈ (0, π) τέτοια, ώστε: 

1 1 2 2
E ( ) E ( )

3 3

π π
θ ξ θ ξ

   ′ ′− = −   
   

. 

Μονάδες 6 
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆ίνονται οι συναρτήσεις: 

( ) ln ln( )f x x x xλ= ⋅ − , (0, )x∈ +∞ , (0, )λ∈ +∞  και 

( ) xg x x= ,   (0, )x∈ +∞  

 

∆1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο στο x = 1, το οποίο και 

να βρείτε. Στην συνέχεια, να βρείτε την ευθεία στην οποία ανήκει το σηµείο 

ακρότατου της  f, καθώς το λ µεταβάλλεται στο (0, +∞). 

Μονάδες 5 

 

∆2. Να βρείτε τη µεγαλύτερη τιµή του λ > 0 για την οποία ισχύει 

x
x
 ≥ λx,  για κάθε x > 0. 

Μονάδες 5 

Για τα ερωτήµατα ∆3 και ∆4 θεωρήστε ότι λ = 1. 

 

∆3. Να αποδείξετε ότι η ευθεία y = λ x είναι η µοναδική εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης Cg της g, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

Μονάδες 6 

 

∆4. Θεωρούµε επιπλέον τη συνάρτηση 
, 0

( )
1, 0

x

x x
h x

x

 >
= 

=
 

Να αποδείξετε ότι: 

 

i. H  h  είναι συνεχής 

(Μονάδες 3) 

ii. Η εξίσωση 
2 1

2020

1 0

3 2 ( )d (1 ) (1 )d 0x g t t x h t t
 

− + − − = 
 

∫ ∫  

έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0, 1). 

(Μονάδες 6) 

Μονάδες 9 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1 Σελίδα 111 Σχολικού βιβλίου, Θεώρηµα. 

 

Α2 Σελίδα 104 Σχολικού βιβλίου, ορισµός. 

 

Α3 Σελίδα 74 Σχολικού βιβλίου, Θεώρηµα. 

 

Α4 α) Λ 

β) Έστω ( )f x x=  µε 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

=  

Είναι 
0 0

1 1
lim lim

( )x xf x x− −
→ →

= = −∞  

και 
0 0

1 1
lim lim

( )x xf x x+ +
→ →

= = +∞  

άρα το όριο της 
1

f
 στο 0x =  δεν υπάρχει. 

Α5 α) Σωστό, β) Σωστό, γ) Λάθος 
 

 

ΘΕΜΑ Β 

B1 Για κάθε { }1 2
, 3x x ∈ −R  

Με 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2

3 1 3 1
( ) ( ) 3 9 3 3 9 3

3 3

x x
f x f x x x x x x x x x

x x

+ +
= ⇒ = ⇔ + − − = + − − ⇔

− −

 

2 1 2 1
10 10 είναι "1 1" εποµένως αντιστρέφεται.x x x x f⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ = ⇒ −  

 

B2 Είναι ( )
3 1

( ) 3 3 1 3 3 1 (1)
3

x
y f x y yx y x y x y

x

+
= ⇔ = ⇔ − = + ⇔ − = +

−

 

Αν 
(1)

3 0 3 0 10y y− = ⇔ = ⇒ =  άτοπο 
(1) 3 1

3
3

y
y x

y

+
⇒ ≠ ⇒ =

−

 

Πρέπει 
3 1

3 3 3 1   3 9 1 9 
3

y
x y y

y

+
≠ ⇒ ≠ ⇔ + ≠ − ⇔ ≠ −

−

 ισχύει 

Άρα 1 3 1
( ) µε 3

3

x
f x x

x

−
+

= ≠

−

 

Οι συναρτήσεις 1
καιf f −  έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού. 

{ }3Α = −R  και για κάθε x∈Α ισχύει 1 3 1
( ) ( )

3

x
f x f x

x

−
+

= =

−
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B3 Για να ορίζεται η f fo  πρέπει: }( )
f

f

x

f x

∈Α

∈Α
 

}3
( ) 3

3
x
f x

x
≠

≠
≠  διότι ( ) 3f x ≠  από 

2
Β . 

Έτσι για 13 ( )( ) ( ( )) ( ( ))x f f x f f x f f x x−

≠ ⇒ = = =o  

διότι από (
2

Β ) είναι 1( ) ( )f x f x−

= . 

 

B4 Είναι 
1 1

3 3

3 1 0
lim ( ) lim 0.

103

3

x x

x
f x

x→− →−

+
= = =

−
−

 

Επίσης 
1 1

( ) ηµ ( ) ηµ ( ) (1)
3 1 3 1

f x f x f x
x x

⋅ ⇒ ⋅ ≤

+ +

 

αφού 
1

ηµ 1
3 1x

≤

+

 κοντά στο –1/3. 

Άρα από (1) 
1 1

( ) ηµ ( ) ( ) ( ) ηµ ( ) (2)
3 1 3 1

f x f x f x f x f x
x x

⇒ ⋅ ≤ ⇒ − ≤ ⋅ ≤

+ +

 

Είναι 
1 1

3 3

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→− →−

= =  

Επίσης 
(2)

1 1

3 3

1
lim ( ( ) ) 0 lim ( ) ηµ 0

3 1x x

f x f x
x→− →−

 
− = ⇒ ⋅ = 

+ 
 

από το κριτήριο παρεµβολής. 

 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Από το ορθογώνιο τρίγωνο OBM έχουµε ΟΜ = συνθ, ΟΑ = 1 

ΒΜ = ηµ θ 
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Άρα  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 1 συν ηµ 0, .
2 2

θ θ θ πΑΒΓ = ΑΜ ⋅ΒΓ = ΑΟ+ΟΜ ⋅ ΒΜ = + ⋅ ∈  

 

Γ2. Θεωρώ ( ) ( ) ( )1 συν ηµ 0,θ θ θ θ πΕ = + ⋅ ∈  

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2

2

2

(0, )

ηµ ηµ 1 συν συν

ηµ συν συν

2συν συν 1, 0,

1
0 2συν συν 1 0 συν 1 ή συν .

2

1
0 συν 1, αδύνατη ή συν 0

2 3

΄

΄

΄

θ π

θ θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ π

θ θ θ θ θ

π
θ θ θ θ µε θ

∈

Ε = − ⋅ + + ⋅ =

= − + + =

= + − ∈

Ε = ⇔ + − = ⇔ = − =

Ε > ⇔ < − > ⇔ < >

 

(διότι συνθ γνησίως φθίνουσα στο ( )0,π ). 

 
 

∆ηλαδή όταν ( )έχω Ε max
3

π
θ θ= → , άρα η γωνία 

3
A

π
=  δηλαδή το ισοσκελές 

γίνεται ισόπλευρο. 

 

Γ3. Έχω ότι ε(θ) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο 0,
3

π 
 
 

 

άρα 
0

3

3 3
0, lim ( ), lim ( ) 0,

3 4θ π
θ

π
θ θ

+ −
→

→

       Ε = Ε Ε =            

 

Επειδή 
3 3 3

0 3 0,
4 4 4 3

E
π  

< < ⇒ ∈   
  

 υπάρχει µοναδικό ( )1 1

3
0, :

3 4

π
θ θ

 
∈ Ε = 
 

 

Η Ε(θ) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ,
3

π
π

 
 
 

 µε 

3

3 3
, lim ( ), lim 0,

3 3 4x

x

π π

π π

π π
− +
→

→

        Ε = Ε Ε =                

 

∆ηλ 
3

,
4 3

π
π

  
∈Ε   

  
 άρα υπάρχει µοναδικό ( )2 2

3
, :

3 4

π
θ π θ

 
∈ Ε = 
 
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Γ4. Από Θ.Μ.Τ. στο 
1
,
3

π
θ
 
  

 έχω ότι ( )
( )1

1 1 1

1

3
, :
3

3

π
θ

π
ξ θ ξ

π
θ

 
Ε −Ε 

   ′∃ ∈ Ε = 
  −

 

( ) ( )1 1 1
(1)

3 3

π π
ξ θ θ

   ′⇔ Ε ⋅ − = Ε −Ε   
   

 και από Θ.Μ.Τ. στο 
2

,
3

π
θ

 
  

 έχω ότι 

( )
( )

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2

2

3
, : (2)

3 3 3

3

π
θ

π π π
ξ θ ξ ξ θ θ

π
θ

 
Ε −Ε 

      ′ ′∃ ∈ Ε = ⇔ Ε ⋅ − = Ε −Ε     
     −

 

( ) ( )
1

3
( ) ( 2)

4
1 1 2 2(1) (2)

3 3

θ θ π π
ξ θ ξ θ

Ε =Ε =    ′ ′→Ε − = Ε −   
   

 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. ( )
1

 ln 1 ln 1 , 0.f ΄ x x x x
x x

λ

λ
= + − = + − >  

( ) ( )
2

1 1
 0  γνησίως αύξουσα στο 0, .f ΄΄ x f ΄

x x
= + > → +∞  

Είναι ( ) 1 0f ΄ =  και εποµένως για ( ) ( )
 γν.αύξουσα

1 1 0

f ΄

x f ΄ x f ΄> ⇒ > =  

και για ( ) ( )
γν.αύξουσα

0 1 1 0

f

x f ΄ x f ΄
′

< < ⇒ < =  

 
 

Από τον πίνακα µε το πρόσηµο της  f ΄  έχουµε ότι η  f  είναι στο (0, 1] γνησίως 

φθίνουσα και στο [1, +∞) γνησίως αύξουσα και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο 

στο x= 1 το ( ) 1 lnf λ= − . 

Άρα το ακρότατο είναι το ( ) 1, lnλ−  µε  λ > 0 και η συνάρτηση ―ln λ παίρνει 

τιµές στο (―∞,+∞) και εποµένως το ακρότατο θα βρίσκεται στην ευθεία  x = 1. 

 

 

∆2. ( ) ( ) ( ) ln ln ln ln 0 0.
x xx x x x x x x f xλ λ λ≥ ⇔ ≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥  

Όµως ( ) lnf x λ≥ −  από ∆1., άρα πρέπει  

µεγ
ln 0 ln 0 ln ln1 1 1.λ λ λ λ λ− ≥ ⇒ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ≤ ⇒ =  
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∆3. Είναι ( ) lnx x x

g x x e= =  µε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln ln 1 (1)
΄ ΄x x x xg΄ x e e x x g x x= = = +  

Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο  

( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
, µε 0 είναι: .x g x x y g x g΄ x x x> − = −  

Για να διέρχεται από το Ο(0, 0) πρέπει:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
0

0(1)

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

ln 1 1 ln 1

1 1
ln 1 ln 1 0 (2).

g x

g x g΄ x x g x g x x x x x

x x
x x

>

− = − ⇔ = + ⇔ = + ⇔

⇔ = + ⇔ − + =

 

Θεωρώ 
1

 ( ) ln 1x x

x

λ = − +  µε  x > 0,  είναι ( ) ( )
2

1 1
 0΄ x x

x x
λ λ= + > ⇒  γνησίως 

αύξουσα, άρα και ‘1-1’. Η (2) γίνεται ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0
1 1

0 1 1.x x x

λ

λ λ λ
−

= ⇔ = ⇔ =  

Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο ( )( )1, 1g  δηλαδή στη (1, 1) είναι: 

( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

αφού 1 1 1.

y g g΄ x y x

y x g g΄

− = − ⇒ − = − ⇒

⇒ = = =

 

 

∆4. i) 

, 0
( )

1, 0

x

x x
h x

x

 >
= 

=
 

Για x > 0, ln( ) x x

h x e=  συνεχής σαν σύνθεση και πράξεις µεταξύ συνεχών. 

Είναι ( )
( )

( )
DLH

2
0 0 0 0 0

lnln 1/
lim ln lim lim lim lim( ) 0

1/ 1/1/
x x x x x

xx x
x x x

x xx
+ + + + +

−∞

+∞

 
 
 

→ → → → →

′

= = = = − =
−′

 

Άρα ( )
+

ln

x 0

ln

00 0

0

lim lim lim 1 (0)
x x u

x x u

ux x

u

h x e e h
+ +

=

→ →→ →

→

= = = =  άρα η h συνεχής στο [ )0, .+∞  

ii) Θεωρώ ( )
2 1

2020

1 0
( ) 3 2 ( )dt (1 ) (1 )dtk x x g t x h t= − + − −∫ ∫  που είναι συνεχής στο 

[ ]0,1 . 

Είναι 
1

0

(0) (1 )dt.k h t= −∫  Θέτω 1 d dt u t u− = ⇒ = −  

Για 0 1t u= ⇒ =  και για 1 0t u= ⇒ =  

άρα 
1 1 1 1

0 0 0 0

(0) ( )du ( )du ( )dx ( )dxk h u h u h x g x= − = = =∫ ∫ ∫ ∫  όµως ( ) 0g x >  στο 

[ ]0,1  

1

0

( )dx 0 (0) 0.g x k⇒ > ⇒ >∫  

Επίσης 
2

1

(1) 3 2 ( )dtk g t= − ∫  

Από ∆2 για λ = 1: , 0xx x x≥ >  

∆ηλαδή ( ) , 0g x x x≥ >  

Η ισότητα ισχύει µόνο για x = 1. 
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Οπότε 

2
2

2 2 2

1 1 1

1

3
( )dt dt 3 2 ( )dt 0

2 2

t
g t t g t

 
> = = ⇔ − < 

 
∫ ∫ ∫  

Άρα (1) 0k <  

Εποµένως (0) (1) 0,k k⋅ <  άρα για την ( )k x  ισχύει το θεώρηµα Bolzano στο 

[ ]0,1  άρα η εξίσωση ( ) 0k x =  δηλαδή 

2020
2 1

1 0
3 2 (1 ) 0( )dt (1 )dtx xg t h t 
− + − = 

 
−∫ ∫  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

(0, 1). 

 


