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ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

2022 
 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια 
παράγουσα της  f  στο ∆, τότε να αποδείξετε ότι: 

- όλες οι συναρτήσεις της µορφής G(x) = F(x) + c, όπου c∈ℝ , είναι 
παράγουσες της  f  στο ∆ και 

- κάθε άλλη παράγουσα G της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή G(x) = F(x) + c, µε 
c∈ℝ . 

Μονάδες 7 

 

Α2. Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Fermat. 
Μονάδες 4 

 

Α3. Πότε η ευθεία x = x0 λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής 
παράστασης µιας συνάρτησης  f ; 

Μονάδες 4 

 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή τη λέξη Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Αν 0 < α < 1 τότε lim 0.
x

x

α
→+∞

=  

β) Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο [0,1], παραγωγίσιµη στο (0,1) και 
( ) 0f ΄ x ≠ για όλα τα (0,1)x∈ , τότε (0) (1)f f≠ . 

γ) Η συνάρτηση f (x) = σφ x είναι παραγωγίσιµη στο 
2

R { | ηµ 0}x x= − =ℝ  

και ισχύει 
2

1
( )

ηµ
f x

x
′ = − . 

δ) Ισχύει ότι 
0

1 συν
lim 1.
x

x

x
→

−

=  

ε) Αν ( )d 0f x x
β

α
≥∫ , τότε κατ’ ανάγκη θα είναι ( ) 0f x ≥ , για κάθε [ , ].x α β∈  

Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β  

∆ίνεται η συνάρτηση : ( ,1]f −∞ → ℝ  µε τύπο 4 2
( ) 2 1f x x x= − + και η συνάρτηση 

[0, )g +∞ →ℝ  µε τύπο ( ) .g x x=  

 

Β1. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση h f g= � . 
Μονάδες 6 

 

Β2. Αν h (x) = (x – 1)2, [0,1]x∈ , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h  είναι "1 – 1" 
(µονάδες 3) και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση h–1 της h (µονάδες 6). 

Μονάδες 9 

 

Β3. Έστω 1( ) 1 , [0,1]h x x x
−

= − ∈ . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση: 

1
( )

, [0,1)
1

( )
1
, 1

2

h x
x

x
x

x

ϕ

−
∈ −= 

 =


 

 
(i) Να αποδείξετε ότι για τη συνάρτηση  φ  ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήµατος ενδιάµεσων τιµών στο [0, 1]. (µονάδες 6) 

(ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
0

(0,1)x ∈  τέτοιο ώστε 

0
( ) ηµ ,xϕ α=  όπου 

6 2

π π

α< < . (µονάδες 4) 

Μονάδες 10 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :f →ℝ ℝ , η γραφική παράσταση της οποίας διέρχεται 
από την αρχή των αξόνων. ∆ίνεται ακόµα ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 
( , 1) ( 1, )−∞ − − +∞∪  και για την παράγωγο f ′  της  f  ισχύει ότι: 

2

2, 1
( ) .

3 1, 1

x
f x

x x

− < −
′ = 

− > −
 

 

Γ1. Να αποδείξετε ότι: 
3

2 2, 1
( ) .

, 1

x x
f x

x x x

− − ≤ −
= 

− > −
 

Μονάδες 6 
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Γ2. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) της γραφικής παράστασης της  f  σε 
σηµείο ( )

0 0
A , ( )x f x  µε 

0
1x > − , η οποία τέµνει τον άξονα y΄y στο –2. 

Μονάδες 5 

 

Γ3. Έστω  y = 2x – 2  η εξίσωση της ευθείας (ε) του ερωτήµατος Γ2. Ένα σηµείο 
M (x, y) µε  x > 2  κινείται κατά µήκος της ευθείας (ε). Έστω ακόµα Ε το 
εµβαδόν του τριγώνου ΜΚΓ, όπου Κ είναι η προβολή του σηµείου Μ στον 
άξονα  x΄x  και Γ είναι το σηµείο µε συντεταγµένες (2, 0). Τη χρονική στιγµή  
t0  κατά την οποία το σηµείο M διέρχεται από το σηµείο Β (3, 4) ο ρυθµός 
µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου M είναι 2 µονάδες ανά δευτερόλεπτο. 
Να βρείτε τον ρυθµό µεταβολής του εµβαδού Ε τη χρονική στιγµή  t0. 

Μονάδες 6 

 

Γ4. Να υπολογίσετε το όριο 
3

ηµ (x) ( )
lim .

) 1(x

f

f x

f x

x→−∞

+
 −
 − 

 

Μονάδες 8 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆ίνεται η συνάρτηση : (0, )f +∞ →ℝµε τύπο: ( ) ln(3 )f x x x= −  
 

∆1. i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει ακριβώς δύο ρίζες  
1 2
,x x , µε 

1 2
1x x< < .                                                                                     (µονάδες 6) 

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι κυρτή.                           (µονάδες 2) 
Μονάδες 8 

 

Στα παρακάτω ερωτήµατα, x1 και x2 είναι οι ρίζες που αναφέρονται στο ερώτηµα ∆1. 

∆2. Αν E είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης  f  και τον άξονα  x΄x, να αποδείξετε ότι: 

2 1 1 2

1
( )( 2).

2
E x x x x= − + −  

Μονάδες 7 

 

∆3. Να αποδείξετε ότι: 
1

(2 ) 0.f x− <  
Μονάδες 4 

 

∆4. Να εξετάσετε αν η εξίσωση: 
2 2

2 (x) ln3 1 ( )( )f f x x x′+ = + −  έχει λύση. 
Μονάδες 6 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό βιβλίο σελ. 186  
A2. Σχολικό βιβλίο σελ. 142  
A3. Σχολικό βιβλίο σελ. 161  
A4. α) Σωστό 

β) Σωστό 
γ) Σωστό 
δ) Λάθος 
ε) Λάθος 

 
 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η h f g= �   ορίζεται όταν: 

[ ]
0     0 0

0 1 0,1
( ) ( ) 1 11

g

h

f

xx A x x
x A

g x A g x xx

≥∈ ≥ ≥  
≤ ≤ =   

∈ ≤ ≤≤   
 

διότι Ag = [0, +∞) και Af = (−∞, 1] 

Είναι ( ) ( ) ( ) ( )
4 2

2 2
( ) ( ) 2 1 2 1 ( 1)h x f g x f x x x x x x= = = − + = − + = −  

Άρα ( )
2

( ) 1h x x= −  µε Π. ορισµού το Ah = [0, 1]. 
 

Β2. Είναι ( ) 2( 1) 0.h΄ x x= − ≤  Για κάθε [ ]0,1x∈  (η ισότητα ισχύει µόνο αν x = 1) 

⇒ η  h  είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, 1], άρα θα είναι και “1–1”. 
 

(β τρόπος για το 1–1) 

Έστω x1, x2 τυχαία σηµεία του διαστήµατος [0, 1] µε f (x1) = f (x2).  
Τότε: (x1 – 1)2 = (x2 – 1)2 από όπου έπεται: │x1 – 1│ = │x2 – 1│.  
Όµως x1 ≤ 1 και x2 ≤ 1, άρα 1 – x1 = 1 – x2  και άρα x1 = x2. 
 

Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού και τον τύπο της 1
h
− : 

2 0 0 0 0Είναι ( 1)

1 1 1 1

0 10 1 0 1 1 1 0

y y y yy x

y x y x x y x y

xx y y

 ≥ ≥ ≥ ≥ = − ⇔
  

= − = − + = − = −   
   ≤ ≤≤ ≤ ≤ − ≤ − ≤ − ≤   

 

1

0 0
0 1

1 1 ( ) 1 µε 0 1
1

0 10 1

y y
y

x y x y h x x x
x y

yy

−

≥ ≥ 
≤ ≤ 

= − = − ⇒ = − ≤ ≤ 
= − ≤ ≤≤ ≤ 
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Β3.  

1
, 0 1

1( )
1
, 1

2

x

x

x
x

x

ϕ

 −
≤ < −= 

 =


 

Η φ είναι συνεχής στο [0, 1) ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών 
συναρτήσεων. 
Εξετάζουµε τη συνέχεια στο x0 = 1. Είναι  

( )
( )
( )

( )

0

0

DLH
'

'
1 1 1 1 1

1

11 1 12
lim lim lim lim lim 1 .

1 1 221x x x x x

x
x x

x

x xx

ϕ ϕ

 
 
 

− − − −→ → → → →

−
−

−

= = = = = =

− −−

  

 

(β τρόπος): 

( )
( )( )
( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1

1 11 1 1 1
lim lim lim lim lim .

1 21 1 1 1 1
x x x x x

x x
x x

x

x x x x x x

ϕ
− − − −→ → → → →

− +
− −

= = =

− −

=

+ − +

=

+

Άρα η φ είναι συνεχής στο x0 = 1 και εποµένως και στο [0, 1] 

Επίσης είναι (0) 1ϕ =  και 
1

(1)
2

ϕ =  δηλαδή (0) (1).ϕ ϕ≠  

Άρα ισχύουν και οι δύο προϋποθέσεις του Θ.Ε.Τ. στο [0, 1]. 
 

Β4. Αφού 
6

π

< α < 
2

π

 και στο 
6

π


,
2

π 


 η συνάρτηση ηµx είναι γνησίως αύξουσα, 

έπεται:  ηµ
6

π

 < ηµα < ηµ
2

π

  ή  
1

2
 < ηµα < 1  ή  φ(1) < ηµα < φ(0).  

Από το ερώτηµα Β3 αφού ισχύει το Θ.Ε.Τ. θα έχουµε ότι για κάθε αριθµό 
µεταξύ των φ (1), φ(0) άρα και για την τιµή  ηµα, ότι θα υπάρχει  
x0 ∈ (0, 1): φ (x0) = ηµα. 

 
 

ΘΕΜΑ Γ  

Γ1. Από υπόθεση είναι (0) 0f =  

Για 1x < −  είναι 
1

( ) 2 ( ) ( 2 ) ( ) 2f x f x x f x x c′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − +  
Για 1x > −  είναι 

( ) ( ) ( )2 3 ' 3

2
3 1 ( )f x x f x x x f x x x c= − ⇒ = − ⇒ = − + ⇒′ ′   

( )
1

3

2,

3

2 ,  αν  1

     αν  1

 ,                   αν  1

x c x

f x x x c x

c x

− + < −


⇒ = − + > −
 = −
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Αφού η f  ορίζεται στο ℝ: 

Είναι 2

2 2
(0) 0 0 0 0 0f c c= ⇒ − + = ⇒ = . 

Επίσης η f  είναι συνεχής στο ℝ  ⇒  
3

1 3
1 1 1 1

lim ( ) lim ( ) ( 1) lim ( 2 ) lim ( )
x x x x

f x f x f f x c x x c
− + − +

→− →− →− →−

= = − ⇒ − + = − =  

3

1 3 1 3

2 2, 1

2 0 2, 0 ( ) , 1

0, 1

x x

c c c c f x x x x

x

− − < −


⇒ + = = ⇒ = − = ⇒ = − > −
 = −

 

3

2 2, 1
( )

, 1

x x
f x

x x x

− − ≤ −
⇒ = 

− > −
 

 
Γ2. Η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) στο Α είναι: 

y – f (x0) = f ΄(x0) (x – x0) µε x0 > –1 
Αφού η (ε) τέµνει τον y΄y στο –2 θα διέρχεται από το σηµείο (0, –2) 
⇒ –2 – f (x0) = f ΄(x0) (–x0) ⇒ –2 – f (x0) = –f ΄(x0) x0 
⇒2 + f (x0) = f ΄(x0) x0  µε  x0 > –1 ⇒ 2 + (x0

3 – xo) = (3x0
2 – 1) x0.  

2 + x0
3 – xo = 3x0

3 – x0 ⇔  2x0
3 = 2 ⇔  x0

3 = 1 ⇔  x0 = 1 
Άρα η (ε) είναι: y – f (1) = f ΄(1) (x – 1) ⇒ y – 0 = 2 (x – 1) ⇒ y = 2x – 2 
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Γ3. Έστω ( ),x yΜ  σηµείο της (ε) δηλαδή ( ) ( ),2 2 , K ,0x x xΜ −  και το ( )Γ 2,0 . 

Το εµβαδό του ΜΚΓ είναι  
1 1 1

K ( 2)(2 2) ( 2)2( 1) ( 2)( 1)
2 2 2

E x x x x x x= ⋅ Γ ⋅ΜΚ = − − = − − = − −  

 
 
Εποµένως την οποιαδήποτε χρονική στιγµή  t  είναι ( ) ( )( ) ( )( )2 1E t x t x t= − −  

µε ( )0 3x t =  και ( )0 2x t′ = , όπου 
0
t  η χρονική στιγµή κατά την οποία ζητείται 

το ( )0E t′ . 

Είναι ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2E t x t x t x t x t′ ′ ′= − + −  

Άρα τη χρονική στιγµή  t0  είναι:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0 0 0 0

1 2E t x t x t x t x t′ ′ ′= − + − ⇒  

( ) ( ) ( )
0

τετραγωνικές µονάδες
2 3 1 3 2 2 4 2 6 .

sec
E t′⇒ = ⋅ − + − = + =  

 
Γ4. Είναι lim ( ) lim( 2 2) lim( 2 )

x x x

f x x x
→−∞ →−∞ →−∞

= − − = − = +∞  

Έχουµε 
( )ηµ ( ) ηµ

lim lim
( )

f x u

x u u

f x u

f x u

=

→−∞ →+∞ →+∞

=  

Είναι 
0 1 1 1 1 1 1 1

ηµ 1 ηµ ηµ ηµ
u

u u u u

u u u u u u u

>

≤ → ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤  

Είναι 
1 1

lim lim 0
u u

u u
→+∞ →+∞

 
= − = 

 
 αφού u → +∞ 

Εποµένως από Κρ. Παρεµβολής θα είναι: 
 

M (x, 2x– 2)  

( )

(–2, 0) 

(1, 0) x, 0) 
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ηµ ηµ ( )

lim 0 lim 0 (1)
( )u u

u f x

u f x→+∞ →−∞

= ⇒ =  

3 3

( ) ( )
lim lim

1 1 ( )u u

f x f x

x x→−∞ →−∞

− −
=

− + −

 

Αν θέσουµε –x = t, όταν  x → −∞ ⇒ t → +∞ 

Άρα 
3 3

3 3 3 3

( ) ( )
lim lim lim lim 1 (2)

4 1 1

x t

u t t t t

f x f t t t t

x t t t

− =

→−∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− −
= = = =

− + +

 

Άρα 
(1)

3 (2)

ηµ ( ) ( )
lim 0 1 1

( ) 1x

f x f x

f x x→−∞

 −
+ = + = − 

 

 

ΘΕΜΑ ∆  

∆1. ( ) ( ) ( ): 0, , ln 3f f x x x+∞ → = −ℝ  

i. ( )
1 1 1

1 3 1 , 0
3

x
f ΄ x x

x x x

−

= − ⋅ = − = >  

( ) 0 1f x x′ = ⇔ = . Εν τω µεταξύ είναι: f (1) = 1 – ln3 = lne – ln3 < 0  

 

 

Επειδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (0, 1]: 

( ]( ) ( ) ( )) [ )
0

0,1 = 1 ,lim 1 ln3,
x

f f f x
→

= − +∞  

( ]( ) 1
0 0,1 και η  είναι γν. φθίνουσα υπάρχει µοναδικό σηµείο , ώστε f f x∈ ⇒

( )
1 1

0 1 και 0x f x< < =   

Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [1, + ∞): 

[ )( ) ( ) ( )) [ )1, =   [ 1 , lim 1 ln3,
x

f f f x
→+∞

+∞ = − +∞   

 

f ’

f

x 0 1 8

+

+-

f(1) 0

O
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διότι ( ) ( )
ln(3 )

lim lim ln(3 ) lim 1
x x x

x
f x x x x

x→+∞ →+∞ →+∞

  
= − = −  

  
 

και 
DLH

1
ln(3 )

lim lim 0
1x x

x
x

x

+∞

+∞

→+∞ →+∞

=
=

 

Άρα ( )( )1 0+∞ − = +∞  

[ )( )

( )
2 2 2

0 1,  και η  είναι γνησίως αύξουσα  

υπάρχει µοναδικό σηµείο ,  ώστε  1 και 0

f f

x x f x

∈ +∞ ⇒

> =

  

. 
 

ii) Για τη δεύτερη παράγωγο της f έχουµε:  

( )
2

1 1
1 0

΄
f ΄΄ x

x x

 
= − = > 
 

 για κάθε x στο πεδίο ορισµού της f, άρα είναι 

κυρτή. 
 
∆2.  

Αν [ ]

γν. φθιν.

1 1

1 2γν. αυξ.

2 2

1 ( ) ( ) 0
( ) 0 ,

1 ( ) ( ) 0

f

f

x x f x f x
f x x x x

x x f x f x


≤ ≤ ⇒ ≤ = 

⇒ ≤ ∀ ∈
≤ ≤ ⇒ ≤ = 

 

 

( ) ( )
�

2 2 2 2

1 1 1 1

21

( ) ln3 ln3

x x x x

x x x x

II

E f x dx x x dx x dx xdx= = − = −∫ ∫ ∫ ∫
�����

 

 

[ ]
2 2

2

1

1 1

1 2 2 1 1 2 1

1
( ) ln(3 ) ln(3 ) ln(3 ) ln(3 ) ( )

x x

x

x

x x

I x x dx x x x dx x x x x x x
x

′= = − ⋅ = − − −∫ ∫  

2

1

2 2 2

2 1 2 1 2 1

2

( )( )

2 2 2

x

x

x x x x x x x
I

  − − +
= = = 
 

 

( )
( )( )

2 1

2 1 2 1

2 2 1 1 2 1
ln(3 ) ln(3 )

2
x x

x x x x
E x x x x x x

− +

= − − − − =
��� ���

 

( ) ( )( )2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1

2
x x x x x x x x= − − − − − + =   

( )( ) ( ) ( )( )
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1

2
x x x x x x x x x x= − + − − − − + =  
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( )
2 1 2 1 2 1

1 1
1

2 2
x x x x x x

 
= − + − − − = 

 
 

( ) ( )( )1 2

2 1 2 1 1 2

1
1 2

2 2 2

x x

x x x x x x
 

= − + − = − + − 
 

  

 
∆3. Έχουµε ότι  x1 < 1 ⇒ − x1 > −1 ⇒ 2 − x1 > 2 – 1 ⇒ 2 − x1 > 1 

Από το προηγούµενο ερώτηµα, επειδή το εµβαδό Ε είναι θετικό, ισχύει ότι 

( )( )
2 1 1 2

1
2 0

2
x x x x− + − >  και επειδή 

2 1
 x x> , προκύπτει:  

γν. αυξ. στο [1, )

1 2 1 2 1 2
2 2 (2 ) ( ) 0

f

x x x x f x f x
+∞

+ > ⇔ − < − < =⇒  
 
∆4. Βρίσκουµε την εφαπτοµένη της  f  στο x2: 

( ) ( )( )
2 2 2

y f x f x x x′− = − ⇔   

( )( )
2 2

0y f x x x′− = − ⇔   

( )( )
2 2

y f x x x′= −   

Αφού η f είναι κυρτή η γραφική της παράσταση βρίσκεται «πάνω» από την 
εφαπτοµένη της, άρα ( ) ( )( )( )

2 2
1( )  f y f x f xx x x≥ ⇒ −′≥  

µε την ισότητα να ισχύει µόνο για x = x2 µε x2 > 1. 
Επιπλέον ( ) (1) ( ) 1 ln3 ( ) ln3 1 (2)f x f f x f x≥ ⇔ ≥ − ⇔ + ≥  

µε την ισότητα να ισχύει µόνο για x = 1. 
Προσθέτοντας τις οµοιόστροφες ανισώσεις (1) και (2) για τις οποίες η ισότητα 
δεν µπορεί να ισχύει για κοινό x έπεται: ( ) ( )( )

2 2
2 ln3 1f x f x x x′++ > −  

Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 
 


