
Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 
Ê
Å
Í
Ô
Ñ
Ï
N

Ë
Á
Ñ
ÉÓ
Á

Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 

 

1

ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

2024 

 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β]. 

Αν 

• η  f  είναι συνεχής στο [α, β] και 

• ( ) ( )f a f β≠  

να αποδείξετε ότι για κάθε αριθµό  ζ  µεταξύ των  f (α) και  f (β) υπάρχει ένας, 

τουλάχιστον, ( )0
,x a β∈ τέτοιος ώστε ( )0f x ζ= . 

Μονάδες 6 

 

Α2. Έστω µια συνάρτηση  f  συνεχής σ’ ένα διάστηµα  ∆  και παραγωγίσιµη στο 

εσωτερικό του  ∆. Πότε λέµε ότι η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω 

ή είναι κυρτή στο  ∆; 

Μονάδες 4 

 

Α3. Να διατυπώσετε το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού. 

Μονάδες 5 

 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις µε πεδία ορισµού  Α, Β  αντίστοιχα, τότε η 

σύνθεση της f µε τη g, δηλαδή η συνάρτηση g ο f, ορίζεται αν 

( )A B Of ≠∩ . 

β) Ισχύει ότι ηµx x≤ , για κάθε x∈ℝ . 

γ) Ισχύει ( ) { }
2

1
σφ , | ηµ 0

ηµ
x x x x

x

′
= ∈ − =ℝ . 

δ) Για κάθε συνάρτηση ισχύει ότι το µεγαλύτερο από τα τοπικά της µέγιστα 

είναι το ολικό της µέγιστο. 

ε) Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα [α, β]. Αν ( ) 0f x ≥  για 

κάθε [ ],x a β∈ , τότε ( ) d 0f x x
β

α
≥∫ . 

Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β 

∆ίνονται οι συναρτήσεις  :[1, )g +∞ →ℝ  µε τύπο 

1
( )g x x

x

= +  

και  :[1, )h +∞ →ℝ µε τύπο 

1
( ) .h x x

x
= −  

 

Β1. Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις  
g

f
h
=   και  r g h= ⋅ . 

Μονάδες 6 

Για τα παρακάτω ερωτήµατα να θεωρήσετε ότι 

1 1
( ) , 1 και ( ) , 1.

1

x
f x x r x x x

x x

+
= > = − ≥

−

 

 

Β2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  αντιστρέφεται (µονάδες 2) και ότι  1f f−

=

(µονάδες 5), όπου  1f −   είναι η αντίστροφη συνάρτηση της  f. 

Μονάδες 7 

 

Β3. Να βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  r. 

Μονάδες 6 

 

Β4. Να λύσετε την εξίσωση ( )( )
2

1 ( ) 1 4 ( )f f x r x−

= + . 

Μονάδες 6 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση 

2

2 4 , 0 2
( )

4 3 , 2

x e x
f x

x x x

λ

λ

 − + + ≤ <
= 

− + − + ≥
 

µε λ∈ℝ . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι  λ = 0. 

Μονάδες 5 

 

Γ2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως µονότονη και στη συνέχεια 

να βρείτε, αν υπάρχουν, τα ακρότατά της. 

Μονάδες 6 
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Γ3. i) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 

Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού στο διάστηµα [0, 3]. 

(µονάδες 4) 

ii) Να βρείτε, αν υπάρχει, ( )0,3ξ ∈ τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη στη γραφική 

παράσταση της  f  στο σηµείο Γ (ξ, f (ξ)) να είναι παράλληλη στην ευθεία 

που διέρχεται από τα σηµεία ∆(0, f (0)) και Ε(3, f (3)). 

(µονάδες 4) 

Μονάδες 8 

 

Γ4. Κινητό σηµείο Μ ξεκινά από το σηµείο Α(2, 0) και κινείται κατακόρυφα προς 

τα πάνω µε σταθερή ταχύτητα υ = 0,5 µονάδες µήκους το δευτερόλεπτο. Αν Ο 

είναι η αρχή των αξόνων, να υπολογίσετε τον ρυθµό µε τον οποίο αυξάνεται η 

γωνία ˆˆ AOMω =  τη χρονική στιγµή κατά την οποία το κινητό σηµείο M θα 

συναντήσει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f. 

Μονάδες 6 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

Έστω η συνάρτηση  ( ): 0,f +∞ →ℝ  µε τύπο 

ln
(x)

x ax
f

x

+
= , 

όπου a∈ℝ . 

∆ίνεται ότι το σύνολο τιµών της  f  είναι το ( )( )
1

0, ,1f
e

 
+∞ = −∞ +  

. 

∆1. Να αποδείξετε ότι  α =1. 

Μονάδες 4 

 

∆2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  ( ) 0f x =   έχει µοναδική ρίζα,  x0, η οποία 

ανήκει στο διάστηµα 
1
,1

2

 
 
 

. 

Μονάδες 6 

 

∆3. i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) (4)f x f=  έχει δύο ακριβώς λύσεις, τις 

x1 = 2 και  x
2
 = 4. 

(µονάδες 3) 

ii) Να λύσετε την ανίσωση  
2

2
x

x≤   στο διάστηµα ( )0,+∞ . 

(µονάδες 5) 

Μονάδες 8 
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∆4. ∆ίνεται επιπλέον η συνάρτηση  :g →ℝ ℝ   µε τύπο 

1
( ) ( )

x

x

x
g x f e

e

−

= ⋅ . 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου Ω που βρίσκεται ανάµεσα στις ευθείες 

ln 2x = − και  x = 0, και περικλείεται από αυτές, τον άξονα x΄x και τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης  g. 

Μονάδες 7 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 76. 

 

Α2. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 155. 

 

Α3. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 216. 

 

Α4. α) Σ β) Σ γ) Λ δ) Λ ε) Σ  
 

 

ΘΕΜΑ Β 

1
( ) , 1g x x x

x
= + ≥  

1
( ) , 1h x x x

x
= − ≥  

Β1. 

1

( )
( ) ( )

1( )

x
g g x x

f x x
h h x

x
x

+
 

= = = = 
  −

 

1+

=

x

x

1−x

x

1
, 1

1

+
= >

−

x

x

x

 { }( )| ( ) 0g hx D D x h x∈ − =∩  

( )
2

1 1
( ) ( ) ( )

1 1
, 1

  
= = + − =  

  

−
= − = ≥ ∈ ∩g h

r x g x h x x x
x x

x
x x x D D

x x
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B2. Έστω 
1
x , 

2
x  (1, )∈ +∞  µε  

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 1
( ) ( ) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

1 1

x x
f x f x x x x x

x x

+ +
= ⇔ = ⇔ + − = − + ⇔

− −

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
.1 1 2 2⇔ − + − = + − − ⇔ = ⇔ =x x x x x x x x x x x x  

 
Άρα η  f  είναι 1–1 και άρα είναι αντιστρέψιµη. 

 

Εύρεση του τύπου της αντίστροφης: 

1
( ) 1 1 ( 1) 1

1

x
y f x y yx y x yx x y y x y

x

+
= ⇔ = ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔

−

 

11 1
( )

1 1

y y
x f y

y y

−
+ +

⇔ = ⇔ =

− −

 

 

Πρέπει 1y ≠  και 

1 1 1 1 2
1 1 0 0 0 1

1 1 1 1

y y y y
y

y y y y

+ + + − +
> ⇔ − > ⇔ > ⇔ > ⇔ >

− − − −

 

 

Άρα 1 1
( ) , 1

1

x
f x x

x

−
+

= >

−

, 

oπότε ( ) ( )1
  για κάθε  1f x f x x−

= >  

Άρα 1f f −=  

 

B3. 
1

( ) , 1r x x x

x

= − ≥  

Κατακόρυφη Ασύµπτωτη: 

Η ( )r x  είναι συνεχής στο [1, +∞�	οπότε δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

 

Πλάγια Ασύµπτωτη: 

2

1

( ) 1
lim lim lim (1 ) 1

1 1
lim ( ( ) ) lim ( ) lim ( ) 0

x x x

x x x

x
r x

x

x x x

r x x x x

x x

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

−

= = − =

− = − − = − =

 

 

Άρα η ευθεία δ: y = x είναι πλάγια ασύµπτωτη της r(x) καθώς στο +∞ . 
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B4. Πρέπει: 

• 
1D : 1

f
x x

−
∈ >   

• ( ) 1

1
D 1 1 1 1 1 

1
f

x
f x x x

x
−

+
∈ ⇔ > ⇔ + > − ⇔ > −

−

• D 1
r

x x∈ ⇔ ≥ . Εποµένως 

( ) (1 2 2 2( ( ) 1 4 1 4 1 4−

= + ⇔ = + − ⇔ = + − ⇔ f f x r x  x x  x x

3 2 3 2 2
4 4 4 4 0 4 4 0= + − ⇔ − − + = ⇔ − − − = ⇔x x x  x x x  x x x

( )( )2
4 1 0.− − =x x  Προκύπτει

 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η  f  είναι συνεχής στο x

οπότε 
2 2

lim ( ) lim ( ) (2)
x x

f x f x f
− +
→ →

= =

• 
2 2

lim ( ) lim ( 2 4 ) 4
x x

f x x e
− −

→ →

= − + + = −

• 2

2 2

lim ( ) lim ( 4 3 ) 4 3 1
x x

f x x x
+ +

→ →

= − + − + = − + = +

• (2) 1f λ= +  

Άρα 1e
λ
λ= +  

Έχει προφανή ρίζα λ = 0

Θεωρούµε τη συνάρτηση 

( ) 1g e
λ

λ′ = −  

( ) 0 1 0g e
λ

λ λ′ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥

 

1 01
D 1 1 1 1 1 που ισχύει

1

x

f x x x
− >

∈ ⇔ > ⇔ + > − ⇔ > −   

Εποµένως x > 1. 

)1 2 2 21 4
( ( ) 1 4 1 4 1 4

 
= + ⇔ = + − ⇔ = + − ⇔ 

 
 f f x r x  x x  x x

x x

( ) ( )3 2 3 2 2
4 4 4 4 0 4 4 0= + − ⇔ − − + = ⇔ − − − = ⇔x x x  x x x  x x x

Προκύπτει: 

4

1, απορρίπτεται

1, απορρίπτεται

x

x

x

=


=
 = −

 

0
2x =  

lim ( ) lim ( ) (2)f x f x f= =  

lim ( ) lim ( 2 4 ) 4f x x eλ= − + + = − 4+ e eλ λ
+ =  

lim ( ) lim ( 4 3 ) 4 3 1f x x x λ λ λ= − + − + = − + = +  

= 0 

ούµε τη συνάρτηση ( ) 1g e
λ

λ λ= − − , όπου λ ∈ �. 

( ) 0 1 0≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  

 

 

7

= + ⇔ = + − ⇔ = + − ⇔  

4 4 4 4 0 4 4 0= + − ⇔ − − + = ⇔ − − − = ⇔  
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0 είναι ( ) 0gλ λ∀ ≠ > . 

Άρα έχει µοναδική ρίζα τη λ = 0 

 

Γ2. Για 0 2x≤ <  έχουµε:  

( ) 2 0f x f′ = − < ⇒  γνησίως φθίνουσα στο [0, 2) 

Για 2x ≥  έχουµε:  

( ) 2 4 0f x x′ = − + <  2x f∀ > ⇒  γνησίως φθίνουσα στο [2, +∞). 

Αφού η  f  είναι συνεχής στο, προκύπτει ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

[0, +∞). 

Στο 
0

0x =  η  f  έχει ολικό µέγιστο το ( )0 5f = . 

 

Γ3.  

(i) Η  f  συνεχής στο [ ] [ )0,3 0,⊆ +∞  

Η  f  παρ/µη στο [ )0,2 και  ( ]2, 3   

Στο 
0

2x =  έχουµε: 

 

( 0)

2 2 2 2

( ) (2) 2 4 1 2 4 2( 2)
lim lim lim lim 2

2 2 2 2x x x x

f x f x e x x

x x x x

λ λλ

− − − −

=

→ → → →

− − + + − − − + − −
= = = = −

− − − −

 

και 

2 2

2 2 2

( ) (2) 4 4 ( 2)
lim lim lim 0

2 2 2x x x

f x f x x x

x x x+ + +
→ → →

− − + − − −
= = =

− − −

 

 

 

Άρα δεν υπάρχει ο παράγωγος αριθµός  ( )2f ′   και άρα δεν εφαρµόζεται το 

ΘMT στο [ ]0,3 . 

(ii) Αναζητούµε αν υπάρχει ( )0, 3ξ ∈ : 
(3) (0)

( )
3 0

f f
f ξ

−
′ =

−
 

Για (0,2)ξ ∈  πρέπει 
0 5

2
3

−

− =  άτοπο 

Για (0,3)ξ ∈  πρέπει 
5 5 17 17

2 4 2 4 2
3 3 3 6

ξ ξ ξ ξ− + = − ⇔ = + ⇔ = ⇔ = . 
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Γ4. 

 

1
( )

2
y t′ =  

0
( ) (2) 1y t f= =  

( ) 2( ) 1 1
εφ( ( )) εφ( ( )) ( ) (1 εφ ( ( ))) ( ) ( )

2 2 2

y t
t t y t t t y tω ω ω ω

′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇔ + = ⇒  

 

 

0

2

0 0 0 0 0

1 1 1 1 5 1
(1 εφ ( ( ))) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

2 4 2 2 4 4

t t

t t y t t tω ω ω ω

=

′ ′ ′ ′⇒ + = ⇒ + = ⋅ ⇒ = ⇒ 

0

1
( ) rad / sec

5
tω ′⇒ = . 

 

  

5.5

5

4

3

2

1

0

0 1 2

 (2, 0)

y(t))

y

x

(2, 1)

3 4 5 6

-1

4.5

3.5

2.5

1.5

0.5

-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5

-0.5
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ΘΕΜΑ ∆ 

( )
ln

, 0,
x ax

f x x
x

+
= > , α ∈ℝ , µε ( )( )

1
0, ,1f

e

 
+∞ = −∞ +  

 
 

 

∆1.  

2 2 2

1
( ) (ln )

1 ln 1 ln
'( ) , 0

a x x ax
ax x ax xxf x x

x x x

+ − +
+ − − −

= = = >  

'( ) 0 1 ln 0 ln 1f x x x x e≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≤ ⇔ ≤  

 
Προκύπτει ότι έχει ολικό µέγιστο στη θέση e, το ( )f e . 

Όµως το σύνολο τιµών της είναι το 
1

, 1
e

 
−∞ +  

, άρα: 

( )
1 1 1

1 1 1 1
ae e

f e ae e ae e a
e e e

+ +
= + ⇔ = ⇔ + = + ⇔ = ⇔ =   

 

∆2. Η  f  συνεχής στο 
1
,1

2

 
  

 

1 1
ln

1 12 2
2ln 1 2ln 2 1 0

12 2

2

f
+

 
= = + = − + < 

 
 

(διότι 
1

2ln 2 1 0 2ln 2 1 ln 2 ln 2 ln 2
2

e e− + < ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ >  που 

ισχύει) 

 

 

ln1 1
(1) 1 0

1
f

+
= = >  

Άρα 
1

(1) 0
2

f f
 

⋅ < 
 

 

 

f (x)

f (x)

x e0

max

+

=

=
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Από Θ. Bolzano υπάρχει ( ]0

1
, 1 0,

2
x e

 
∈ ⊆ 
 

 ώστε 0
( ) 0f x = , το οποίο είναι 

µοναδικό στο ( ]0, e , αφού f είναι γνησίως αύξουσα στο ( ]0, e .

γν.φθιν. * 1
([ , )) ( lim ( ), ( )] (1, 1]

f

x
f e f x f e

e→+∞

+∞ = = +  

Προκύπτει ότι 0 ([ , ))f e∉ +∞  άρα ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ρίζα της ( ) 0f x =  στο 
[ , )e +∞  

*
DL'H

1
1

ln
lim lim 1

1
x

x

x x
x

x

+∞ 
 
+∞ 

→+∞
→+∞

+
+

= =  

 

∆3. i) ( ) (4)f x f=  

Προφανείς ρίζες 
1 2

2, 4x x= =  οι οποίες είναι µοναδικές αφού  f  γνησίως 

αύξουσα στο (0, e) και γνησίως φθίνουσα στο [e, +∞). 

 

ii) 
2 2

2 ln 2 ln ln 2 2 ln
x x

x x x x≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔  

( ) ( )
ln ln 2 ln ln 2

 1 1  2
2 2

x x
f x f

x x
≥ ⇔ + ≥ + ⇔ ≥   

Για ( ]0, η  x e f∈  είναι γνησίως αύξουσα οπότε 

( ) (2) 2 2f x f x x e≥ ⇔ ≥ ⇔ ≤ ≤  

Για ( ),  η  ( )∈ +∞x e f x  είναι γνησίως φθίνουσα οπότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 4 4 4f x f f f x f x e x≥ = ⇔ ≥ ⇔ ≤ ⇔ < ≤ . 

Τελικά [ ]2,4x∈ . 

 

∆4. 
1

( ) ( )x
x

x
g x f e

e

−
= ⋅  

( ) ( )
0 0

ln 2 ln 2

1
d d

x

x

x
E g x x f e x

e
− −

−

= =∫ ∫   

Θέτουµε 
1

ln d d
x

u e x u x u

u

= ⇒ = ⇒ =  

Για 
1

1
ln 2

2
x u= − ⇒ =  

Για 
2

0 1x u= ⇒ =  

Άρα 
1

1

2

1 ln 1
( ) d

u
E f u u

u u

−

= ∫  
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Έχουµε 
1 ln 1

0 ,1
2

u

u

u

−  
> ∀ ∈   

, οπότε 
1

1

2

1 ln 1
( ) d

u
E f u u

u u

−

= ⋅ =∫  

0

0

1

1 2 2

2

1 ln 1 ln
( ) d ( ) d

x

x

u u
f u u f u u

u u

− −
= +∫ ∫  

Αν 
γν.αυξ.

0 0

1
, ( ) ( ) 0

2

f

x x f x f x
 

∈ ⇒ ≤ =  
 

Αν [ ]
γν.αυξ.

0 0,1 ( ) ( ) 0
f

x x f x f x∈ ⇒ ≥ =  

Άρα 
0

0

1

1 2 2

2

1 ln 1 ln
( ) d ( ) d

x

x

u u
E f u u f u u

u u

− −
= − +∫ ∫  

Όµως 
2

1 ln
( )

u
f u

u

−
′ =  οπότε 

0

0

0

0

1

1

2

1

2 2

1

2

2

0

( ) ( )d ( ) ( )d

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

x

x

x

x

E f u f u u f u f u u

f u f u

f x

′ ′= − + =

   
− + − =      

−

∫ ∫

0

2 2 2

0

1 1 1 1
(1) ( )

2 2 2 2
f f f x

 
+ + − 

 

( )

0

2

2 2
1 ln 41 1 1

( 2ln 2 1) 1 τ.µ.
2 2 2 2

=

−
= − + + ⋅ = +

 

 

 


